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Gruppentbung 3
Aufgabe 1 Untersuchen Sie die Stabilitat der Ruheld@®) des Systems

X1 = —X]_—I—X% (1)

Xz = 7Xg — X1 X2

mit Hilfe der FunktionV (x) = %(x%er%). Welche Aussage lasst sich mittels der Linearisierungisone
treffen?
Ldsung:
Um die Stabilitat des Ursprungs nachzuweisen, missanrsaitiedliche Dinge uberprift werden
e V(x) <0 fir Stabilitat
e V(x) <0 fir asymptotische Stabilitat
AusV (x) = (x2 +x2) ergibt sich fur die Zeitableitung entlang des Vektorfetds f (x)

V (X) = XqX1 + XoXp = X1 (—Xq 4 X3) + Xa(—X5 — X1 %) = — (3¢ +X5),

d.h.V ist negativ definit. Daraus folgt, dass die Ruhelage im Unsgrasymptotisch stabil ist. Daauch
radial unbeschrankt ist, ist die Ruhelage auch global asytisch stabil.

Nun Uberpruft man, ob es moglich ware durch eine Lirss@aning Aussagen uber die Ruhelage treffen zu
konnen. Die Linearisierung des Systems (1) an der Ruhéa@¢ ist gegeben durch

x= (1 9
~\0 0/
Die Linearisierung hat die Eigenwerd¢ = —1 undA, = 0. Damit lasst sich mit der Linearisierung keine

Aussage Uber die Stabilitat treffen. Das Vektorfeld urel iddhenlinien der Lyapunovfunktion sind in
Abbildung 1 dargestellt.

Aufgabe 2 Zeigen Sie mit Hilfe der Funktiod (x) = 3 (x2 — x3) und dem Satz von Tschetajew, dass die Ruhela-
ge(0,0) der folgenden Systeme instabil ist. Welche Aussage l&dshsittels der Linearisierungsmethode
treffen?

a)
X =X4X
_ ; 2)
X2 = X1+ X1X2

Losung:

Nach dem Satz von Tschetajew muss nachgewiesen werdeesdziae Umgeburld der Ruhelage 0

und eine Meng®& C U gibt fur den folgendes gilt:

e 0€0Q, d.h. 0liegt auf dem Rand vadn. _
¢ Esgibteine Funktiok' : R" — R, mitV(0) = 0,V positiv und nicht unbeschrankt aQf V|x—o =
0 undV positiv aufQ ist.
Die Berechnung voN' ergibt

V(X) = XpXg — XoXo = X1 (X2 +3) — Xa (X1 + XEX2)

= X — X =X 0§ — %)
Damit istV undV > 0 fiirx¢ > x3, d.h. die Menge? die gegeben ist durch

Q= {(x1,%) € R2x¢ > X3, X2 + x5 < c},



S

Abbildung 1: Vektorfeld A2

fur einc > 0, erfullt alle Bedingungen von Chetaevs Theorem und destniter Ursprung instabil.
Die Linearisierung des Systems (2) an der Ruhe(8g@) ist gegeben durch

X*le
~\1 0™

Daraus ergeben sich die Eigenwekie= 1 undA, = —1. Somit ist die Ruhelag@®, 0) instabil.
b)
X1 = Xi — 3X1X%

®3)

X2 = —X3 — X2Xo.
Ldsung:
Nun wird wieder mit dem Satz von Tschatejew argumentienteBenung vorv (x)
\7 (X) = X1X1 — X2X2
=106 — 3138) —Xo(—X3 —xix2)
=X = 3G + 3G+ XS = x| — 2G5 + %
- 0GP
D.h.V(0), V|x=o = 0,V > 0 undV > 0 fiir allex? > x3. Somit ist der Satz von Chetaev erfillt und
damit ist(0,0) eine instabile Ruhelage.

Die Linearisierung des Systems (3) an der Ruhe(8g@) ist gegeben durch

Es sind keine Aussagen durch die Linearisierung mogliatdak System beide Eigenwerte bei Null
hat.

Aufgabe 3 Zeigen Sie mit Hilfe der Lyapunovfunktion(x) = %(forx%) und des LaSalle’schen Invarianzprin-

zips, dass die Ruhelag®, 0) des Systems
X1 = —X1 4 X5 — X1%2

(4)

Xz = X% — X1 X2



global asymptotisch stabil ist. Welche Aussage lasstmiittels der Linearisierungsmethode treffen?

Losung:

Das LaSalle’'sche Invarianzprinzp verlangt, despositiv definit und radial unbeschrankt uldnegativ
semidefinit ist. Falls jetzt keine nichttriviale Losugg: R — R" des Systems existiert, die identisch in
Z = {x e R"|V(x) = 0} verlauft, dann ist die Ruhelad®,0) global asymptotisch stabil.

Offensichtlich istv mit V(x) = 1(x2 +x3) positiv definit und radial unbeschrankt. Die Definitheitne
muss Uberpruft werden. Es gilt

V (X1, %2) = XgX1 + XoXo = X1 (—X1 + X5 — X1X2) 4 X2 (X8 — X1X2) = —X&.

Damit istV negativ semidefinit. Es bleibt die Frage nach der Existemereiichttrivialen Losung zu klaren.
Also muss {iberpriift werden ab= {x € R?|V (xq,%) = —x = 0} eine nichttriviale Losung enthalt.
AusV(xl,xz) = —x2 = 0 folgt unmittelbarx; = 0. Durch einmaliges Differenzieren ergibt siche¢; =
—X1 +x§ — X1Xo, alsoxg = 0. Somit existiert nur die triviale Losung und nach dem Tieewist die Ruhe-
lage(0,0) eine global asymptotisch stabile Ruhelage.

Die Linearisierung des Systems (4) an der Ruhe(@g@) ist gegeben durch

x= (1 9
~\0 0o/7
Es sind keine Aussagen durch die Linearisierung mogliatdaks System einen Eigenwert bei Null hat.

Aufgabe 4 Gegeben sei das System
Xl = —X1— 3X%

5
Xz = X1Xo2 — Xg ( )
a) Was kann man mit Hilfe der Linearisierungsmethode vorpuyav Uber die Stabilitat der Ruhela-
ge(0,0) aussagen?
Ldsung:

Die Linearisierung des Systems (5) an der Ruhe(@g@) ist gegeben durch

x= (1 %)
~\0 o0o/7
Dabei handelt es sich um das selbe linearisierte SystenmwAefigabe 3. Dadurch, dass ein Eigen-
wertA; = 0 ist, ist keine Aussage maoglich.
b) Zeigen Sie, dasé,(x) = 3(xZ +x3) eine Lyapunovfunktion fur die Ruhelag®,0) von (5) ist.
Ldsung:
Fur die Ableitung vorV; entlang des Vektorfelds ergibt sich
Vi (X1, X2) = X1X1 + XaXo = X1(—XX3) + X (X X2 — X5) = — (X1 + X3)°.

Damit istV; negativ semidefinit.

c) Zeigen Sie mit Hilfe des LaSalle’schen Invarianzpriszi;md der Lyapunovfunktiok’;, dass die
Ruhelag€0,0) des gegebenen Systems global asymptotisch stabil ist.
Ldsung:

Gemal b) gilt _
Vi(x1,%2) = — (X1 + X%)Z.

Nun wird untersucht ob es eine nichttriviale Losupgxistiert die inV4 = O liegt, d.h. ob es eine
Losung gibt diex (t) + x2(t)? = 0 erfullt. Damit muss muséq + x3) = 0 gelten. Daraus ergibt sich
(x1+x3) =0 und

__\2
%(xl +X) = Xq + 2xo¥o = —Xq — 3B+ 2By — 28 =7 — 22 — 4xh = —23(1+ 28) = 0.
D.h.xx(t) = 0 undx(t) = 0, sodasgx € R?|Vy(x) = 0} nur die triviale Lésung enthalt. Nach dem
Invarianzprinzip von LaSalle und der Tatsache, d4sadial unbeschranktist, ist die Ruhelage global
asymptotisch stabil.



d) Zeigen Sie mit Hilfe der Lyapunovfunktidf(x) = %(X%+ 3x3) dass die Ruhelag®,0) des gegebe-
nen Systems global asymptotisch stabil ist.
Losung:

VZ(X) = X1X1 + 3XoXp = X1(7X;|_ — 3X%) + 3X2(X1X2 — Xg) = 7X% — 3X4,

d.h.V ist negativ definit. WeiV auch radial unbeschranktist, ist die Ruhelé&®®) nach der zweiten
Methode von Lyapunov global asymptotisch stabil.

Aufgabe 5 Betrachten Sie das nichtlineare System

X1 = —Xo
Xo = X1+ (XE — 1%

und die quadratische Lyapunovfunktion

1 1
V(x) = Ex% + EX%'
Zeigen Sie, dass die Men§e= {x € R?: ||x||2 < 1} zum Einzugsbereich des Ursprungs [0 0]T gehort.
Ist E der maximale Einzugsbereich?
Losung:

Wir stellen fest, das¥ positiv definit ist.
Die Lie-Ableitung der gegebenen Lyapunovfunktibfx) ergibt:

. oV . ov .

V(x) = d—xller d_szz
= —X1X2 + X2 (X1 + (€ — 1)Xp)
=X%(x§ — 1)xo

- 0§-1)8

Wir betrachten jetzt die Mengé:= {x € R?: |x;| < 1}. Auf dieser Menge gilt V < 0, wobeiV = 0 fiir
[x1] =1 oderxz = 0.

Sei jetztE. eine zusammenhangende, kompakte Untermeng®&¥pdie den Ursprung beinhaltet und de-
ren Rand eine Hohenliniedgl.: level-set) vonV (x) ist, d.h.Ec = {x € R?:V(x) < c}. WennE. C Z, dann
ist E¢ invariant, d.h. wenn eine Losung i startet, dann verbleibt die Losungti (Es giltx(0) = xg €

E. = x(t) € E¢ fur allet > 0). Dies folgt direkt daraus, da&%(ix) <0inZ.

Im nachsten Schritt bestimmen wir den minimalen Wert ¥Wx) auf dem Rand vorZ. Da Z einen
“Schlauch” um diex;-Achse darstellt und die Hdhenlinien vaf(x) konzentrische Kreise um den Ur-
sprung darstellen (siehe Skizze), erhalten wir

minV(x) =V([10") =V([-10")=05.

XeoZ
Wir folgern, dass wir fuic = 0.5 die grof3te Meng&; C Z erhalten. Dabei kbnnen wigy s auch mit der
Norm vonx charakterisieren:

Eos={x€R?:V(x) 0.5} = {xe R?: ||x|2 < 1}

DaV aufE lediglich negativ semidefinit ist und nicht negativ defimitjissen wir als letzten Schritt das
Invarianzprinzip von LaSalle anwenden. Hierbei gilt

Y = {XE EO'S:\-/:O}:{XG E0.5:X2:0}7

da die Meng€g{x € Eg s : X2 = 0} auch die Punktél 0" und[—1 0" enthalt.
Zu zeigen ist also, dass keine nichttriviale Trajektotie # 0 (x(0) = xo € R?) existiert, die identisch in
Y verlauft.
Sei jetzt also = xp = 0, dann folgt
Xz =% =0.



Z

~__ Héhenlinien
~ von V(x)

>
X4

D.h. die einzige Trajektorie, die identisch¥nverlauft, ist die triviale Trajektorig(t) = 0.
Damit folgern wir mit dem Invarianzprinzip von LaSalle, d&#ir x(0) = xp € Egs,x(t) — 0 furt — oo,
Somit gehorEgy s und damit aucle = {x € R?: ||x||» < 1} C Eqs zum Einzugsbereich des Ursprungs.

Damit istE nicht der maximale Einzugsbereich des Ursprung% daEg s undE # Egs. Auch tiberEg s
konnen wir allerdings nicht sagen, dass es der maximateugsbereich des Ursprungs ist, da wir mit einer
Lyapunovfunktion nur ein Menge bestimmen, die zum Einzegsich hinzugehort.



